Chapitre : Séries numériques

1 Convergence de séries a termes de signe constant

Exercice 1 "& Majorations et équivalents - 1 —

Etudier la convergence des séries ) u, suivantes :

n N
1. u, = 2. u, =
R tn n?+./n

1 1 (—1)"+n
buy=——In(1+—) Sup=-2""
" \/ﬁn< +\/ﬁ> R

3"+ nt n+1
7.1/!,1:@ 8.Mn:m
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3. u, =nsin(1/n)

6. u,— —
n!

1

9. u, =

In(n%+1)
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Exercice 2 " Equivalents et majorations - 2 —

Etudier la convergence des séries ) u, suivantes :

1\ V"
1.u,= <2> 2.u,=ad"'n!, aeRy
In(n?+3)v2"+1 Inn
4. u, = . 5. uy=——
4n In(e” — 1)
(n!)?
7. = ——
T Gl
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3.u,= ne V"

6.un:<

)1+,'1
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Exercice 3 "« Puissances —

Etudier la convergence des séries Y u, suivantes :

In(n" Inn
1. U, = (7,1) 2 u, =
n!
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(Inn)"

3.u,=

1

(1nn)lnn '

[2889]




Exercice 4 "% Avec des parametres - 1 —

Discuter, suivant la valeur des parametres, la convergence des séries suivantes :

1 b
1,3%_61_2, a,bcR 2. cos()—a—,a,bER.
n n n

1 c
. ——,a,b R b 0,0
an—|—b n7a7 766 ’(a? )#( 9y )
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Exercice 5 "w % Inclassables —

Etudier la nature des séries ) u, suivantes :
1. u, = 1/n sin est un carré, et 0 sinon.

2. u, = arctan(n+ a) — arctan(n), avec a > 0.

Indication ¥V Correction V
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Exercice 6 "W Série des inverses des nombres premiers —

Soit (pi)x>1 la suite ordonnée des nombres premiers. Le but de ’exercice est d’étudier la divergence de la

série Y ;> i. Pour n > 1, on pose V, =T}, ﬁ

Pk
1. Montrer que la suite (V,,) est convergente si et seulement si la suite (InV},) est convergente.

2. En déduire que la suite (V,,) est convergente si et seulement si la série Zk>1 L - est convergente.
3. Démontrer que

v=11
k=1 \j>0 pk
4. En déduire que V, > 37, j
5. Quelle est la nature de la série } ;> pi ?

6. Pour € R, quelle est la nature de la série } ;> % ?
Py
Indication V Correction V¥ [1120]




2 Convergence de séries a termes quelconques

Exercice 7 " Pour commencer! —

Etudier la nature des séries Y u, suivantes :

2 —1)"1
l'un_smzn 2.un—( )"Inn
n
2
T
3, — cos(n“m)
nlnn
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Exercice 8 "« Convergence absolue —

Soit £ : [0,1] — une fonction continue. Montrer que la série de terme général 1 fol 1" f(¢)dt est convergente.
Indication V¥ Correction ¥ [1126]




Exercice 9 " Une erreur classique... —

(=D"
converge.
n

émontrer que (=1 :(_l)n—l 0 1
> Demontrerave o E Iy T v (;O

4. Qu’a-t-on voulu mettre en évidence dans cet exercice ?

1. Démontrer que la série ),

3. Etudier la convergence de la série Z
n

Indication ¥V Correction V
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Exercice 10 "%  Décomposition —

Etudier la convergence des séries de terme général :

-1 —1)"
l.ln<l+( )> 2.¥,o¢>0
2n+1 n®+(—1)"
(=1)"
— 2 a,BEeR.
n%+(—1)"nb p
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Exercice 11 "  En deux étapes —

Discuter la nature de la série de terme général

_ a2V
SV’

127

oll a et b sont deux nombres complexes, a # 0.
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Exercice 12 " ww  Discussion suivant un parametre —

Suivant la position du point de coordonnées (x,y) dans le plan, étudier la nature de la série de terme général

xn

Y'tn

U, =

Indication V Correction V¥ [1130]




3 Comparaison a une intégrale

Exercice 13 "¢ Somme partielle des séries de Riemann —
Soit o € R.
1. Pour ¢ < 1, déterminer un équivalentde S, =Y ;_, ,%a

2. Pour & = 1, déterminer un équivalent de S, = Y¥_, 75

Indication ¥V Correction V [1137]




Exercice 14 "= Reste d’une série de Riemann —

Soit ¢« > 1. On note
+oo 1

Rﬂ: Z kia

k=n+1
1. Soit a > 0. Déterminer

. * dt
lim —.
X—r+4o0 /4 ta

2. En déduire un équivalent simple de R),.

Indication ¥V Correction V
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Exercice 15 "% Ou sont les séries ? —

Déterminer un équivalent simple de In(n!).
Indication ¥ Correction ¥ [1139]




Exercice 16 " v Séries de Bertrand —
On souhaite étudier, suivant la valeur de o, B € R, la convergence de la série de terme général

1

= n%(Inn)p”

1. Démontrer que la série converge si ¢ > 1.

2. Traiter le cas o < 1.

3. On suppose que o = 1. On pose T, = [;' x(lﬁifc)ﬁ'

Montrer si < 0, alors la série de terme général u,, est divergente. Montrer que si > 1, alors la suite (7},)
est bornée, alors que si B < 1, la suite (7;,) tend vers +oo. Conclure pour la série de terme général u,,, lorsque
o =1.

4. Montrer si B < 0, alors la série de terme général u,, est divergente.

5. Montrer que si 8 > 1, alors la suite (7},) est bornée, alors que si < 1, la suite (7;,) tend vers +-co.

6. Conclure pour la série de terme général u,,, lorsque @ = 1.

Indication V¥ Correction V¥ [1115]




Exercice 17 i ww  Trouver une limite —

~+oo

Déterminer lim Z -
a—rtoo = R +a

Indication ¥V Correction V [1141]




4 Calcul de sommes

Exercice 18 "« Somme télescopique —

Calculer Y 7%, (ni)f . On justifiera la convergence de la série.

Indication V¥ Correction V [2886]




Exercice 19 "ix  Série télescopique... —

Montrer que la série de terme général

(pour n > 2) est convergente, et calculer sa somme.
Indication ¥V Correction V¥ [1144]




Exercice 20 "% A partir d’une série géométrique —

o0
Soit x €] — 1,1[. Calculer Y kx*.
k=0
Indication ¥V Correction Vv [1145]




Exercice 21 "% Avec des exponentielles —

1

o0 déterminer la valeur des sommes suivantes :

Sachant que e =} ,~¢

2 n’

2_
Lyt o,y

| ! i
o0 M S0 M o

Indication ¥V Correction Vv [1146]




Exercice 22 "W w  Série harmonique alternée —

n—1
1. En utilisant I’inégalité de Taylor-Lagrange sur la fonction ¢ — In(1 + ), montrer que la série ¥, %

est convergente et de somme In?2.

1 1
2. Sachant que = / *~1dt, retrouver d’une autre facon le résultat précédent.
0

Indication V¥ Correction V [1147]




Exercice 23 " e Somme de la série des inverses des carrés —

Le but de I’exercice est de calculer ), n%
1. Soit f une fonction de classe C' sur [0, 7r]. Démontrer que

/ " £(t)sin <(2”2+1)t) dt — s sen 0.
0

2. On pose A, (t) = 5 + Y4, cos(kt). Vérifier que, pour f €]0,7], on a

_ sin((2n+1)1/2)
Anlt) == G 2)

3. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n > 1,

T 1
/ (ar® + bt) cos(nt)dt = —.
0 n
Vérifier alors que
T 77:2
/ (ar? + br)An(r) = S, — =
0

ouonaposé S, =37, kLZ
7 . . 7z 7 2
4. Déduire des questions précédentes que S, — %-.
Indication V Correction V¥ [1148]




5 Estimation des sommes partielles et du reste

Exercice 24 "% Série alternée —

—1)

Ecrire un algorithme sous Python donnant un encadrement 2 10~ prés de Y1 %
Indication V¥ Correction V¥ [1151]




Exercice 25 " Développement asymptotique de la série harmonique —

n
1
Pour n > 1, on définit le n-ieme nombre harmonique par H, = Z T
k=1
1. Démontrer que, pour tout k > 1,
k+1 ld 1
—dx < =
/k X t= k

et que, pour tout k > 2,

2. En déduire que, pour toutn > 1,
In(n+1) <H, < 1-+In(n).

3. Démontrer que H, ~ . In(n).
4. On considere les deux suites (u,),>1 et (v,),>1 définies, pour n > 1, par

u, = H, —In(n) vo=H,—1In(n+1).

Démontrer que ces deux suites sont adjacentes. On note ¥ leur limite commune.

5. En utilisant les suites (u,) et (vy,), écrire en langage Python une fonction prenant comme argument un
nombre réel a strictement positif et renvoyant un encadrement de y d’amplitude inférieure ou égale & a. On
suppose que I’on dispose de la fonction math.log() pour le logarithme népérien.

Indication V Correction V [3193]




Exercice 26 " w Tres vite! —

Soitpour n > 1, u, = m

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.

2. Onnote R, = ¥, . | ux. Montrer que R, < %uw 1.

3. En déduire la valeur de Z;z’l u, 20,001 pres.

Indication ¥V Correction V
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Exercice 27 " w i Décroissance treés rapide a Pinfini —
p

Soit f : [0, +oo[— [0, 4o0[ une fonction de classe C' telle que f'/f tend vers —co en +o0. Montrer que la
série Y, f(n) converge et donner un équivalent, lorsque n — 40, de R, = Y4~ f (k).
Indication V¥ Correction V [1156]




6 Applications

Exercice 28 '« Equivalent d’une suite récurrente griace aux séries —

On considere une suite (u,) donnée par u; > 0 et u, ] = %un pour n > 1.
1. Démontrer que (u,) converge.
2. On pose, pourn>1,v, =1In (n1/3u,,).

Démontrer que v, — v, = —% +o0 (n%) En déduire que la série de terme général (v, — v,) converge.
En déduire que la suite (v,) converge. On notera A sa limite.
< 2 1
3. Démontrer que v, — Vv, = —g2 0 (;TZ)

4. En déduire que la série de terme général (v, —v,) converge.

5. En déduire que la suite (v,) converge. On notera A sa limite.

6. Donner un équivalent simple de (u,). La série de terme général u,, est-elle convergente ?

7. La série de terme général (—1)"u, est-elle convergente ?

Indication V Correction V [2606]




Exercice 29 "% Formule de Stirling —

1. Soit (x,) une suite de réels et soit (y,) définie par y, = x,,+1 — x,. Démontrer que la série ¥, y, et la suite
(x,) sont de méme nature.

ne ™"

2. On pose (uy) la suite définie par u, = — Donner la nature de la série de terme général v, =
n!
u
In 241
Up
3. En déduire I’existence d’une constante C > 0 telle que :

n! ~i Cy/nne™".

Indication V¥ Correction ¥ [1160]




Exercice 30 "« 5w  Relation suite/série —

Soit (u,) une suite de réels strictement positifs telle que

Un+1
Un

1
:1+a+0<2>,aveca€]R.
n n

On fixe B € R et on pose
v, =1n ((n+ l)ﬁunﬂ) —1n (nﬁun).
1. Pour quel(s) B € R y a-t-il convergence de la série de terme général v, ?

2. En déduire qu’il existe A € R, pour lequel u, ~ . An®.
Indication V Correction V [1161]




Exercice 31 " v Irrationalité —

IRV o
On rappelle que cos(1) est défini par la série cos(1) = ¥, ((le)). Montrer que cos(1) est irrationnel.
Indication Vv Correction V [1163]




7 Exercices théoriques

Exercice 32 "¢ Théoréme des gendarmes pour les séries —

Soient (uy), (v,) et (w,) trois suites réelles telles que u, < v, < w, pour chaque n > 0. On suppose que les
séries Y, u, et Y, w, sont convergentes. Démontrer que la série Y, v, est convergente.
Indication ¥V Correction V [1166]




Exercice 33 "o Produit de racines carrées et maximum —

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles positives. On suppose que les deux séries Y, u, et Y, v, convergent.
Prouver la convergence de Y, \/u,v, et de Y, max(u,,v,).
Indication V¥ Correction V [1167]




Exercice 34 "¢ Avec une puissance —

Soit ¥, u, une série a termes positifs.
1. On suppose que Y., u, converge. Prouver que, pour tout o > 1, Y, u% converge.

2. On suppose que Y, u, diverge. Prouver que, pour tout a €0, 1], ¥, u% diverge.
Indication V Correction V [1168]




Exercice 35 "% Deux séries de méme nature —

Soit (u,) une suite de réels positifs. On pose v, = -

1. Prouver que la fonction x — 17 est croissante sur [0, +oo].

2. Démontrer que les séries Y, u,, et ), v, sont de méme nature.

Indication ¥V Correction V
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Exercice 36 "« Terme général positif et décroissant —

Soit (uy) une suite positive et décroissante. Prouver que si la série Y, u, est convergente, alors (nuy,) tend
vers 0.
Indication V¥ Correction ¥ [1170]




Exercice 37 " ww  Condensation... —

Soit (u,) une suite décroissante positive. Montrer que les séries Y, u,, et Y, 2"u» sont de méme nature.
Indication V¥ Correction V¥ [1172]




Exercice 38 "  Regle de d’Alembert —

Soit (u,) une suite de réels positifs. On suppose qu’il existe / € R tel que

Unt1
e 17
Un

1.On suppose / < 1 eton fixe € >0tel que [ +¢€ < 1.
Démontrer qu’il existe un entier ng tel que, pour n > ng, on a

up < (14€)""up,.

En déduire que Y, u, converge.
2. Démontrer qu’il existe un entier ng tel que, pour n > ng, on a

up < (1+€)"up,.

3. En déduire que Y}, u,, converge.

4. On suppose [ > 1. Démontrer que Y, u,, diverge.

5. Etudier le cas [ = 1.

Indication V¥ Correction V [1173]




Indication pour ’exercice 1 A

. Comparer a une série de Riemann.

. Comparer a une série de Riemann.

. Quelle est la limite du terme général ?

. Utiliser un équivalent de In(1+x) en 0.

. Comparer a une série de Riemann.

nl>2"1

. Utiliser un équivalent a une série géométrique

. Trouver un équivalent et majorer par une série géométrique.
. Minorer par une série de Riemann divergente.

R e N N T N

Indication pour I’exercice 2 A

Indication pour I’exercice 3 A

1. In(n") = nlnn, puis il y a des simplifications...
2.
3.

Indication pour I’exercice 4 A

Faire un développement limité du terme général, puis discuter suivant ce qui se passe.

Indication pour I’exercice 5 A

1. Se ramener a la somme des 1/ K2, pour des bornes bien choisies.
2. Utiliser I’inégalité des accroissements finis, ou faire un développement limité de arctan au voisinage de
+oo en utilisant la formule arctan(x) 4 arctan(1/x) = /2.

Indication pour I’exercice 6 A

1. 11 suffit de composer les limites, en vérifiant que si (V,,) converge, sa limite est strictement positive.

2. Ecrire In(V,,) comme la somme partielle d’une série, et trouver un équivalent simple du terme général de
cette série.

3. Il s’agit juste de I’identité ﬁ = Zkzoxk-

4. Dans le développement du produit précédent, on fait apparaitre les termes 1/j, avec j n’importe quel
entier qui s’écrit p* ... p%n.

5. Résumer les questions précédentes.

6. Distinguer o > leta < 1.

Indication pour I’exercice 7 A

1. Convergence absolue.
2. Critere spécial des séries alternées.
3. Se ramener au critere des séries alternées.

Indication pour I’exercice 8 A

Etudier la convergence absolue. Utiliser le fait que f est bornée sur [0, 1].

Indication pour I’exercice 9 A

1. Ceci est une conséquence directe du critere des séries alternées.
2. Faire un développement limité en mettant /n en facteur au dénominateur.



3. Le terme général de la série s’écrit comme la somme de 2 suites. La série associée a 'une de ces suites
est convergente et 1’autre est divergente. Que conclure ?
4. On a deux séries dont les termes généraux sont équivalents.

Indication pour I’exercice 10 A

Faire un développement limité du terme général, jusqu’a trouver une terme a signe constant, ou jusqu’a
trouver un terme négligé qui est absolument convergent. Etudier alors les séries juste avant individuellement. Si
toutes les séries convergent, la série initiale convergera. Si toutes les séries convergent sauf une, la série initiale
divergera. Attention aux pieges suivants :

Utiliser le critére des séries alternées pour la série de départ. Ecrire que le terme général est équivalent au
terme général d’une série qui n’est pas de signe constant.

Indication pour I’exercice 11 A

Séparer les cas |b| < 1 et |b| > 1. Trouver un équivalent facile de la suite (u,), puis étudier la série associée.

Indication pour I’exercice 12 A

Indication pour I’exercice 13 A

Comparer a une intégrale ! Pour la premiére question, on séparera les cas o < 0Oet @ > 0.

Indication pour I’exercice 14 A

1. 11 suffit d’intégrer.
2. Comparer a une intégrale.

Indication pour I’exercice 15 A

Ecrire .
In(n!) =Y In(k)

puis comparer a une intégrale.

Indication pour I’exercice 16 A

1. Comparer avec % pour 1 <y < c.

2. Comparer avec %

3. Comparer a % On peut trouver une primitive de la fonction a intégrer (attention au cas ot 3 = 11!).
Comparaison a une intégrale.

4. Comparer a %
5. On peut trouver une primitive de la fonction a intégrer (attention au cas ot f = 11!).
6. Comparaison a une intégrale.

Indication pour ’exercice 17 A

Encadrer la somme par comparaison a une intégrale, pour tout a € R, puis passer a la limite...

Indication pour I’exercice 18 A

o 111 :
Ecrire v = 1) 2T Calculer alors les sommes partielles en remarquant que de nombreux termes

vont se simplifier !




Indication pour ’exercice 19 A

Ecrire la somme de facon étendue, et voir que de nombreuses simplifications ont lieu (on peut aussi utiliser
des changements d’indice).

Indication pour I’exercice 20 A

Dériver une somme Y 7_ x*.

Indication pour I’exercice 21 A

Pour les termes du type n”, on les écrira en fonction de n(n—1)--- (n— p+ 1) pour que les simplifications
se passent bien !

Indication pour ’exercice 22 A

Prouver par récurrence que la dérivée n-ieme de f(r) =1In(1+1¢) est:

(=1 (n—1)!

() (1) =
f (t)_ (1+t>"

Pour 2, faire la somme dans I’intégrale (série géométrique), et permuter limite et intégrale.

Indication pour I’exercice 23 A

1. Faire une intégration par parties.
2. Ecrire que cos(nt) = Re(e™).
3. Calcul par double IPP.

4.

Indication pour I’exercice 24 A

Comment majorer le reste d’une série alternée ?

Indication pour ’exercice 25 A

1. Utiliser la décroissance de la fonction x — 1/x.

2. Sommer les inégalités précédentes pour k allantde 1 anoude 2 a n.
3. Diviser par In(n) I’inégalité précédente.

4.

5.

Indication pour ’exercice 26 A

1. Appliquer un critere bien choisi.

U4l 1
2. Montrer que < s

3. Chercher n pour que R, < 0,001.

Indication pour I’exercice 27 A

La premigre chose a faire est d’intégrer f’/f pour obtenir des estimations de f. On pourra ensuite prouver
que R, est équivalent a f(n).

Indication pour ’exercice 28 A
1.




2. Utiliser les propriétés du logarithme et faire un développement limité. Comparaison a une série de Rie-
mann. Lien série télescopique/suites.

3. Utiliser les propriétés du logarithme et faire un développement limité.

4. Comparaison a une série de Riemann.

5. Lien série télescopique/suites.

6. Passer a I’exponentielle.

7. Critere des séries alternées.

Indication pour I’exercice 29 A

Faire un développement limité de v, pour en déterminer la nature. On doit trouver :

1 n 1
vp=——+o0| —= ).
1212 n?

Le retour a la suite (u,) se fait en remarquant que v, = In(uy 1) — In(u,). La somme partielle de la série ¥, v,
s’exprime donc facilement en fonction de In(u,).

Indication pour ’exercice 30 A

1. Ecrire v,, comme le logarithme d’un quotient, et faire un développement limité.
2. La série correspond a une somme "télescopique".

Indication pour ’exercice 31 A

Utiliser le critere des séries alternées pour encadrer cos(1), puis prouver que (4n—2)!cos(1) est strictement
compris entre deux entiers consécutifs.

Indication pour I’exercice 32 A
On pourra réécrire 1’égalité sous la forme 0 < v, —u,, < w, —u, puis utiliser des propriétés des séries a
termes positifs.

Indication pour I’exercice 33 A

Majorer ! ! !

Indication pour I’exercice 34 A

o
Louy) <uy,...
2. Dans I’autre sens, en tout cas si u,, — O.

Indication pour I’exercice 35 A

1. Etudier la fonction.
2. Distinguer les cas u,, — 0 et (u,) ne tend pas vers 0.

Indication pour I’exercice 36 A

S’inspirer de la preuve que la série Y, 1 /n est divergente.

Indication pour I’exercice 37 A

Utiliser I’'inégalité

2ku2k+1 < (2k+1 — Zk)u2k+1,1 Sugk+ -+ Fugrri_q < (2k+1 — 2k)l/t2k < 2k1/l2k.



Indication pour ’exercice 38 A

1. Théoreme d’encadrement.
2.

3. Théoréeme d’encadrement.
4. Prendre [ — € > 1.

5. Penser aux suites u, = n?.




Correction de ’exercice 1 A
1.0na

1
Up Vi —5 = —5.
" nd  n?
Par comparaison a une série de Riemann convergente, la série est convergente.

2. Le raisonnement est identique :
Vn 1

U e Sy = AT
et par comparaison a une série de Riemann convergente, la série est convergente.
3. On alim,_,.nsin(1/n) = 1 (rappelons que sinx ~q x) et la série est grossi¢rement divergente (son terme
général ne tend pas vers 0).

4. Puisque In(1+ x) ~ x, on obtient
1

Up ~too —,
n
et la série est donc divergente par comparaison a une série de Riemann divergente.
5.0na(—1)"+n~ wnetn®+1 ~,.n% et donc

Cyen 1
n?+1 e

Par comparaison a une série de Riemann, la série Y, u,, est divergente.
6. Il suffit de remarquer que, pour n > 2, n! > 2"~ (ceci se démontre aisément par récurrence par exemple).

On en déduit que
1 1

< —.
~—n! — 2l
Par comparaison a une série géométrique convergente, la série converge.
7. 1l est facile de vérifier que 3" +n* ~, ., 3" et que 5" — 2" ~ .. 5. On en déduit que

3" 4 nt 3\"
sn—on t\5)
Par comparaison a une série géométrique convergente (tout est positif), on en déduit que la série converge.

8. Il est facile de vérifier que u, ~ .« 5;. Or la série }_ 5; converge. En effet, par croissance comparée des
polyndmes et des puissances, on sait que

pour n assez grand, et donc que
n 1.51"
—< (=) .
2n T\ 2

Puisque 1.5/2 < 1, on sait que ), (%)n est convergente. On peut aussi utiliser la régle de D’ Alembert pour

prouver la convergence de la série de terme général v, = 5;. En effet, v, > 0 pour tout n > 1 et

Vpgr  n+1l
= —1/2<1.
Vi 2n /

9. On sait que

i
In(n2+1)  2In(n)+In(1+n"2)

En particulier, pour n assez grand,

— o0,
1 1

- >
In(n?+1) — y/n
Puisque la série ) ﬁ diverge, il en est de méme de Y, m

Correction de ’exercice 2 A




1. On écrit (%)\/ﬁ = exp(—+/nIn2) et on en déduit :

1
n*u, = exp (2Inn— /nIn2) = exp <—\/ﬁ <1n2—2;?)> )
n

Il résulte de lim,,—, 4o 1“7,’: =0que

Inn
lim — In2—-2— ) =—
n—1>r-&I-1°° \/ﬁ<n \/ﬁ)

soit par composition des limites
lim n’u, =0,
n——+-oo
_ 2 N ‘o . L

ou encore u, = o(1/n*). Par comparaison a une série de Riemann, la série est convergente.

2. Par croissance comparée des suites géométriques et de la suite factorielle, le terme général ne tend pas
vers 0, sauf si a = 0. La série ), u, est donc convergente si et seulement si a = 0.

3. On écrit tout sous forme exponentielle :

ne V" = exp(Inn —v/n).

On a alors 0 /i)
exp(lnn—+/n
—_— = 3lnn— —0
exp(—2Inn) exp(3ln— /)
et donc |
ne Vi =o <2> .
n
La série est convergente.
4. On vérifie aisément que
2lnn
Ltn Nl T =

(4/v2)

1
Up =+ O on
et donc la série est convergente.
5. On remarque que 0 < In(e” — 1) < In(e") = n. Ainsi, pour n > 3,

Puisque 4/v/2 > 2, on obtient

Inn
Up > >

9

S|

n

et donc la série de terme général u,, diverge.

6.0na y
" 1
niy, = <) =exp <_nn> —exp(0) = 1.
n n

Ainsi, up ~ 4o % et la série est divergente.
7. Le numérateur et le dénominateur s’écrivent comme des produits faisant apparaitre chacun 3n facteurs.
On a de plus

IX---Xxnx1x---xnx1x---Xn 1x---xXn
Ix--exnx(n+1)x---x(2n)x(2n+1) x---x (3n)

.. . _ P . 13
Ainsi, puisque Y. 27" converge, on en déduit par comparaison que Y, gn)), converge.




Correction de I’exercice 3 A
1. On a, pour n > 2.

1 |
" — nln(n) _ Inn

nl (-1l
Mais on sait aussi que In(1+x) < x pourx > 0 et donc In(n) =In(1+(n—1)) <n— 1.1l vient

1 1

0< << —
=M= o) = o

pour n assez grand. On en déduit que la série est convergente.
2. On écrit tout dans une seule exponentielle :

B exp((Inn)?)

- = exp(—nlnl Inn)?).
"= exp(nininn) exp(—nlInlnn+ (Inn)~)

Or,
—nlnlnn+ (lnn)2 s oo

n

En particulier, pour n assez grand, on a —nlnlnn+ (Inn)? < —n et donc par croissance de la fonction exponen-
tielle,
0<u,<e™

Par majoration par une série géométrique convergente, la série de terme général u,, converge.

3. On écrit |

= exp(lnninlnn)’

Pour n assez grand, Innlnlnz > 2Inn et donc

1 1
0<uy<— =
=t = exp(2lnn)  n?

Par majoration par une série de Riemann convergente, la série de terme général u,, converge.

Correction de ’exercice 4 A
1. On réalise un développement limité du terme général :

1 b 1-b 1
a2 =(1— o).
en—a—- (I—a)+ —+ <n2>

Sia # 1, alors e%—a—§—>(1—a)7é0etla série diverge. Sia =1 et b # 1, alors e%—a—%wm% et la

P . 1 ..
série diverge. Sia=1etb =1, alorsern —a— % =0 (nl—z) et la série converge.
2. Avec un raisonnement similaire, en notant u, le terme général,

oD et b (L
tn = n TR DR T\ )

Sia# 1, alors u, — 1 —a # 0 et la série diverge (grossierement). Si a =1 et b # 0, alors u, ~1o %b et par
comparaison a une série de Riemann divergente, la série diverge. Sia =1 et b = 0, alors u, ~ 2_712 et par
comparaison a une série de Riemann convergente, la série converge. Dans ce cas, la série converge donc si et
seulementsia=1etb=0.

3. Remarquons d’abord que si b = 0, alors le terme général de la série est (é — c) % et donc que la série
converge si et seulement si ac = 1. Supposons maintenant b # 0. Si a = 0, le terme général de la série tend vers



% # 0 et donc la série diverge grossierement. On peut donc supposer que a = 0. Dans ce cas, un développement
limité donne

1 c 1 1 c

an+b n an\1+L ] n
i) 5o (o)
——(1-2)-S40(
an an n n
(LN b

“\e Y n @\ )

Si ac # 1, alors le terme général est équivalent a (% — c) % et donc on a divergence par comparaison a une

série de Riemann divergente. Si ac = 1, alors le terme général est équivalent a # et on a convergence par
comparaison a une série de Riemann convergente. En résumé, on a convergence si et seulement si ac = 1.

Correction de I’exercice 5 A
1. Pour tout entier naturel N, on a :

N L\/ml
SN—Zlun: ];1 k2

La suite (Sy) est donc croissante, et majorée par la somme de la série convergente Y7 1/k>. On en déduit que
la série ) u, est convergente.
2. D’apres I'inégalité des accroissements finis, on a :

a
Osun < 1+n?

La série a terme général positif } u, est convergente.

Correction de ’exercice 6 A

2K
Alors, par composition des limites, (In(V},)) converge vers In(v) (le point clé est ici de remarquer que v est

strictement positif, pour que (In(V,,)) admette bien une limite finie). La réciproque se prouve en composant
avec I’exponentielle.
2. Etudions donc la suite (In(V,,)). On a

In(V,) =) In 11 :i—ln<l—l>.

Pk

1. Si la suite (V,) est convergente, notons v sa limite. Il est clair que v > 1 puisque, pour chaque k, 1_% > 1.

Dire que la suite (In(V},)) est convergente équivaut donc a dire que la série de terme général — In (1 — ﬁ) est

1 1
—In({1—— | ~j0o —.
Pk Pk
1

Puisque o est positif, alors la convergence de la série de terme général —In (1 — FIA) est équivalente a la

convergente. Mais on a

convergence de la série } ;> i Ainsi, utilisant le résultat de la premiére question, la suite (V,,) converge si et
seulement si la série } ;> pik converge.

3. 1l suffit de remarquer que 0 < i < 1 pour tout entier k et donc que, d’apres la formule pour une somme

géométrique, on a
1 1
1— T Z g

e J>0Pk

4. Il y a deux observations a faire :



pour tout 1 < j < n, le développement en facteurs premier de j ne fait apparaitre que des nombres premiers
n

inférieurs ou égaux a p, : j = H pf"' avec n < p, (dans cette écriture, certains ¢ peuvent étre nuls). Lorsque
i=1
I’on développe le produit

1 1 1 1 1 1
(I+—=+=5+)I+—+=5+ ) (I+—+—=+)
Pt P P2 p; Pn Dy
on se retrouve avec la somme Z Z NI Ta——
o =0 o= —0P1 P2 "Pn
En combinant les deux observations, on remarque qu’on obtient au moins tous les termes de la forme j < n,
d’ol I'inégalité annoncée.
5. pour tout 1 < j < n, le développement en facteurs premier de j ne fait apparaitre que des nombres
n
premiers inférieurs ou égaux a p, : j = H pl‘.x" avec n < p, (dans cette écriture, certains ¢; peuvent tre nuls).

i=1
6. Lorsque I’on développe le produit

1 1 1 1 1 1
I+—=+=5+)0+—=+=5+)-(0+—+=5+)
P11 P p2 D3 Pn DPn
on se retrouve avec la somme Z Z T a—
u=0 a,=0P1 P2 """ Pn

7. D apres la question précédente, puisque la série ). ; % est divergente, il en est de méme de la suite (V).
Ceci entraine la divergence de la série } ;> 15 i

8.51ia <1, alors —x p —.Onen dedult que la série Zk est divergente. Si ¢ > 1, alors % < La La série
Pk

Zk est alors convergente

Correction de ’exercice 7 A
1.0na:

< 5
n| = n27
et la série converge absolument.
2. La série est alternée, et le module du terme général décroit vers O a partir d’un certain rang : la série
converge par application du critére des séries alternées.
3.11 s’agit d’une série alternée bien cachée. En effet, n” a la parité de n, et cos(k7r) = (—1)*. Le terme général
(=D)"

ninn

vaut donc u,, = . La série converge par application immédiate du critere spécial des séries alternées.

Correction de ’exercice 8 A

On va montrer que cette série est absolument convergente. Puisque f est continue sur le segment [0, 1], elle
y est bornée par M, etona:
M [l M
| < f/ < —2
n Jo n(n+1)

La série de terme général (u,) est absolument convergente.

Correction de ’exercice 9 A
1. Ceci est une conséquence directe du critére des séries alternées. La série est alternée, et la valeur absolue
du terme général décroit vers zéro.




2. On écrit que

(1

N e VN R T

3. Notons u, =

\/ﬁ(;(llnl)n, Vv, = (7\/1;? , Wy = —% +o (%) Notons Uy, V,,, W, leurs sommes partielles respec-

tives. Alors (V,) est convergente (par le critere des séries alternées), (W,) est divergente (puisque w, ~ _71).
Donc (U,) est somme de d’une suite convergentes et d’une suite divergente. Elle est donc divergente. Autrement
dit, la série de terme général u,, est divergente.

4. Bien que % ~ oo %, I’une des deux séries converge et I’autre diverge. Dans le théoréme de
comparaison de deux séries, on ne peut donc pas se passer de I’hypotheése que les termes généraux gardent
le méme signe. Une autre conclusion est que u, = (—1)"a,, avec a, > 0, (a,) tend vers 0, et pourtant Y, u,

diverge. Dans le critere des séries alternées, on ne peut donc pas se passer de I’hypothese (a,) décroit.

Correction de ’exercice 10 A
1. Le développement limité de u, donne :

GRS SR A I W G
U, = — ol —= | = 1%
" 2n+1 2(2n+1)2 n? 2n+1 "

(="
7z p R N 2z 2z 13 2” + 1 13 7. . 7 .
nées, et la série ) v,, a terme général de signe constant, converge elle aussi (série de Riemann). La série ) u,

est convergente comme somme de deux séries convergentes.
2. Faisons un développement limité du terme général u,, au voisinage de oo :

oll v, ~ —5. Maintenant, la série alternée converge par application du criteére spécial des séries alter-
8n

G
= an T e T

N - ‘o —1)" R o o ‘o . L.
ouv, =0 (n 3o/ 2). La série ), (na /)2 converge d’apres le critere spécial des séries alternées. La série u, a donc

le méme comportement que la série de terme général :

w, = + V.

_2n3a/2

Maintenant, w, ~ qui ne change pas de signe. Autrement dit, le comportement de la série de terme

“ p3a/2

. . 1 . .

général u, est le méme que celui de la série de terme général Sa On en déduit que la série diverge pour
n

0<a< % et converge pour @ > 2/3.
3. Remarquons d’abord que si & = f3, u,, n’est pas défini pour n impair. Supposons donc o # f3.

Si a < B, en factorisant par (—1)"nP au dénomineateur, on peut écrire u,, = . Ainsi, u,

AP+ (~ 1) P)
est définie pour n > 2, et positif; en outre, u, ~ n%' La série converge dans ce cas si et seulement si § > 1. Si
o > B3, le terme dominant n’est plus le méme, et on écrit désormais :

- (_1)11
" ()

On voit ainsi que u, est bien définie pour n > 2, et c’est une série alternée. On a |u,| ~ ,%a en conséquence :
Pour o > 1, ) u, est absolument convergente. Pour o <0, } u, est grossiecrement divergente.



Il reste ainsi a étudier le cas ou 0 < ¢¢ < 1. On effectue un développement limité du terme général :

u,,:(fl)” ! +0< ! >:(1)n+v,,.

no n2a—p n2o—p

n

La série

pre converge d’apres le critere spécial des séries alternées. D’autre part, v, ~e nz%ﬁ' D’apres la
régle de comparaison a une série a terme constant, elle converge si, et seulement si, 2cc — § > 1. Finalement,
pour 0 < ¢ <1,

si2o— B > 1, Yu, converge (somme d’une série convergente et d’une série convergente). si 2o, — 8 < 1,

Y u, diverge (somme d’une série divergente et d’une série convergente).
1

nB(1+ (—1)neF)
u, est définie pour n > 2, et positif; en outre, u,, ~ niﬁ La série converge dans ce cas si et seulement si 8 > 1.
5.Si o > B, le terme dominant n’est plus le méme, et on écrit désormais :

w1y
" ()

4. Si o0 < B, en factorisant par (—1)”nﬁ au dénomineateur, on peut écrire u, = . Ainsi,

On voit ainsi que u, est bien définie pour n > 2, et c’est une série alternée. On a |u,| ~ ,%a, en conséquence :
Pour o > 1, } u, est absolument convergente. Pour o <0, } u, est grossierement divergente.
Il reste ainsi a étudier le cas ot 0 < & < 1. On effectue un développement limité du terme général :

P Y —|—0< 1 >:(‘1>"+v,,.

n®  p2a—P n2a—p

n

La série converge d’apres le critere spécial des séries alternées. D’autre part, v, ~o nz%ﬁ D’apres la

o
regle de co}rinparaison a une série a terme constant, elle converge si, et seulement si, 2oc — 3 > 1. Finalement,
pour0 < ¢ <1,

si 200 — B > 1, Y u, converge (somme d’une série convergente et d’une série convergente). si 2o — ff < 1,
Y u, diverge (somme d’une série divergente et d’une série convergente).

6. Pour o > 1, Y u, est absolument convergente.

7. Pour ¢ <0, Y u, est grossicrement divergente.

8.si2a— B > 1, Y u, converge (somme d’une série convergente et d’une série convergente).

9.si2a— B <1, Y u, diverge (somme d’une série divergente et d’une série convergente).

Correction de ’exercice 11 A

Pour |b| < 1, la suite (b"), qui est bornée, est négligeable devant 2V”. Par conséquent, (2V7 4 b") ~ o, 2V",
et u, ~ a". On en déduit alors que, pour |a| > 1, le terme général u, ne tend pas vers O : la série ), u, est
donc divergente; Pour |a| < 1, la série Y, u, est absolument convergente car |u,| ~, |a"|, le terme de droite
étant le terme général d’une série convergente. Si maintenant || > 1, alors la suite (2\/'; ) est négligeable devant

. . : : . 2Vrg"
(b") (faire le quotient en passant par la notation exponentielle). On en déduit que u, ~ T Posons
Vgt L. . . ,
vy = W, et étudions la série Y, v, en appliquant le critere de d’ Alembert. On a

Vnrt _lal 5 ioyi
Vn ]

la|

Puisque v/n+ 1 — /n tend vers O (multiplier par la quantité conjuguée), on en déduit que lim,,_, o -2 = B
n

Vn
Si |a| < |b|, alors la série Y, v, converge, et la série ), u, est absolument convergente. Si |a| > |b|, alors (|u,|)
tend vers +oo, et la série ), u, est divergente.

Correction de ’exercice 12 A




On commence par distinguer les cas |y| < 1 et |y| > 1.
y y
. n . P s . . .
Si [y[ > 1, alors up ~ 4 3. Si [x] > |y|, le terme général ne tend pas vers 0, et la série diverge. Si [x| <],
la série converge absolument par comparaison a une série géométrique convergente. Si maintenant |y| = |x|, il
y a encore deux cas a distinguer. Si x =y, on a u, = ﬁ — 1 et donc le terme général ne tend pas vers 0,
yVl
la série diverge. Si x = —y, le méme raisonnement prouve que |u,| — 1, et la série est la aussi grossierement
y

divergente. Si |y| < 1, alors u, ~ e );—" Lorsque |x| < 1, on déduit la convergence absolue de la série de terme
général u,. Lorsque |x| > 1, le terme général ne tend pas vers 0, et la série diverge. Reste a étudier les cas x = 1
etx=—1.Six=1, alors u, ~4c %, et par comparaison a une série a termes positifs divergente, la série Y, u,

diverge. Si x = —1, alors
(1) =,y
tn n(1+y*/n) n n * n?
(1) (=) (1
- — o)
n n? + n3
= Vpt+wip+Zn.
Or, Y, v, converge (par le critere des séries alternées), ), w, et ), z, convergent absolument, donc, si x = —1

et |y| < 1, la série de terme général Y, u, converge.

Correction de ’exercice 13 A
Dans tous les cas, on va comparer a une intégrale.
1. On doit séparer les cas o < 0 et o > 0. Si ¢ > 0, la fonction x — x~* est décroissante sur [1,+oo[. Pour

tout k > 2, on a donc
ktlgr 1 k- dt
T < -
k tOC - kO( - k—1 tO{

I’inégalité de gauche étant encore valable pour kK = 1. On somme ’inégalité de gauche pour k allantde 1 a n, et
celle de droite pour k allant de 2 a n. En rajoutant 1 a I’inégalité de droite, on trouve finalement :

En intégrant, il vient

On en déduit que

1-a
(”“) e
n pl=0¢ = n7¢

ol C € R. Puisque & < 1, n'~% — 40 et on en déduit que

Sn oo

Si a0 <0, 1a fonction x — x~ ¢ est cette fois croissante. Le raisonnement est strictement identique, mais on doit
inverser le sens des inégalités. On obtient exactement le méme résultat.
2. Le raisonnement est toujours identique, mais cette fois on doit intégrer la fonction % dont une primitive
est Inx. On en déduit que
Sn ~4e Inn.

Correction de ’exercice 14 A
1. On integre :




On fait tendre x vers +oo et on trouve que

. * dt 1
lim — =
x—=+oo o 1% or—1

l-a

2. On va comparer la somme a une intégrale. La fonction x — x~% étant décroissante, on en déduit que,

pour tout k > 2, on a
/k+1 dt 1 /k dt
— < —< —.
& [OC kOC k—1 Z»OC

On somme ces inégalités pour k allant de n 41 a2 N. On trouve :

Nilgr X1 N dt
[ <Y w</ %
S N AR o n 1%
On fait tendre N vers +co. En utilisant le résultat de la question précédente, on trouve que

1 1
<R, <—
(a—1)(n+ 1)1 = 7~ (a—1)n*!

On en déduit que

R
— =1
n%1(a—1)
c’est-a-dire 1
R,~fe —m——.
T (o —1)ne-

Correction de I’exercice 15 A
On se ramene a une somme en remarquant que

In(n!) = zn: In(k)
k=1

Puisque la fonction In est croissante, on a pour tout k > 2,

k k+1
/k In()dr < In(k) < /k In(t)dr.

—1

On somme cette inégalité pour k allant de 2 a n et, remarquant que In(1) = 0, on trouve

n nt1
/1 In(r)dr < In(n!) < /2 In(¢)dt.
Une primitive de In(x) étant donnée par xInx — x, on trouve que
nlnn—n+1<In(n!) <(n+1)In(n+1)— (n+1)—2In2+2.
On divise par nlnn pour prouver que In(n!) ~ . nlnn. La seule chose non évidente a vérifier est que

(n+1)In(n+1) .
nlnn

Pour cela, on écrit

(n+1)In(n+1) nln(n+1)+In(n+1)  In(n)+In(1+) +1nn+1n(1+$)

nlnn nlnn Inn nlnn




Correction de I’exercice 16 A
1. On fixe y un réel tel que 1 < ¥y < o. La comparaison du comportement du logarithme et des polyndmes
en +oco montre que :

1 Inn)~B
limn’—L — g 07
n—e po(lnp)B n—otee pOY

et ceci quelque soit la valeur de 8. Autrement dit, u,, = o (%) Par comparaison a une série de Riemann, la série
est convergente.
2. On va comparer cette fois a la série de terme général % On a en effet

) 1 ) 1-a
r}glgonna(]nn)ﬁ o nLHEOO (lnn)ﬁ =1

Ainsi, pour n assez grand, on a

<u,

S| =

Par comparaison a une série de Riemann divergente, la série de terme général u,, diverge.

3.Si B <0,alorson a

1
- <u,
n

et on conclut comme précédemment que la série est divergente. Si 8 # 1, on a

/n 1 L
2 x(Inx)p 1- nf~'(n) Wf12)"

Si B > 1, ceci tend vers ﬁ ﬁ et on a méme que pour tout entier n > 2

1 1
T, < ——-.
"TB—-1mP12

Si B < 1, on remarque immédiatement que (7,) tend vers +o. Enfin, si f = 1, on sait que

/2'1)6(11))‘6)!3 = In(Inn) — In(In2)

et ceci tend aussi vers oo, Il reste a traiter le cas B > 0. La fonction x —

/"‘Jrl dx 1 /k dx
< < —_—
k  x(lnx)B = k(Ink)B ~ Ji—1 x(Inx)P

On somme ces inégalités pour k allantde 3 an :

n+1 n n dx
/3 lnx ; lnk /zx(lnx)ﬁ.

On en conclut que, si B > 1, la suite des sommes partielles de la série est majorée (par ﬁﬁ) et donc
comme on a une série a termes positifs, la série est convergente. Si < 1, en reprenant le méme raisonnement
qu’a la question précédente, on trouve que la suite des sommes partielles est minorée par une suite tendant vers
+oo. Elle tend donc elle-méme vers +-o0. La série est divergente.

4.Si B <0, alors on a

)ﬁ est décroissante sur [2,+oo].

On a alors pour k > 3 :

,<un
n

et on conclut comme précédemment que la série est divergente.

5.SiB#1,ona
/” dx 1 1 _ 1
2 x(lnx)f 1B \mfPT(n) whPr12)




Si B > 1, ceci tend vers ﬁl et on a méme que pour tout entier n > 2

11[3 1y

ro 1
"TB—-1mflo

Si B < 1, on remarque immédiatement que (7,) tend vers +oo. Enfin, si B = 1, on sait que

/2'1)@3 = In(Inn) — In(In2)

et ceci tend aussi vers —+oo.

6. Il reste a traiter le cas 8 > 0. La fonction x — ——— est décroissante sur [2, +oo[. On a alors pour k > 3 :

(In )

/"“ dx 1 /k dx
< < —_—
k x(lnx)B = k(Ink)B ~ Jic1 x(Inx)P

On somme ces inégalités pour k allantde 3 an :

n+1 n n
/ SZ / dx .
3 lnx = lnk 2 x(Inx)B

On en conclut que, si B > 1, la suite des sommes partielles de la série est majorée (par ﬁ i

ﬁ : 2) et donc
comme on a une série a termes positifs, la série est convergente. Si < 1, en reprenant le méme raisonnement
qu’a la question précédente, on trouve que la suite des sommes partielles est minorée par une suite tendant vers

+o0. Elle tend donc elle-méme vers +oo. La série est divergente.

Correction de ’exercice 17 A
Posons, pour a > 0, S(a) = ¥/ o + 3 Cette quantité est bien déﬁnie car on a affaire a une série a terme
positif dont le terme général est équivalent a 5. La fonction x — 1 est décroissante sur [0,+0co[. On en

déduit, par comparaison a une intégrale, que

N+l 4 N a N 4
/ 5 adx < Z S S/ 5 dx.
1 ac—+x - n“-+a 0 a+x

n=1

On calcule ces intégrales et on trouve

N+1 1 N N
arctan (+> — arctan () < Z % < arctan () .
a a o heta a

On fait tendre N vers +oo et on trouve

1
g—arctan (a> <S(a) < g

Par le théoréeme des gendarmes, on en déduit que

a
lim - =—.
a%+°°n;1 n? 4 a? 2

Correction de ’exercice 18 A
On commence par remarquer que

n2—1 2n—-1) 2(n+1)



On va alors pouvoir simplifier les sommes partielles a 1’aide d’un changement d’indices. En effet, on a pour
N2>3

N (_l)n
Sy =
N rlz::znz—l
_1%( 1" 1%( 1"
_2n:2n 2= n+1
7112\/:(_1)11 1N+2( l)n
2=n—-1 25 n-1
_1 1 (_1)N+1 ( )N+2
2 4 2N 2(N+1)

On en déduit que la suite (Sy) converge et que sa limite vaut %. C’est donc que la série converge et que

Remarquons qu’on aurait pu démontrer autrement la convergence de la série (par convergence absolue ou par
le critere des séries alternées); notre méthode prouve en méme temps la convergence de la série et donne sa
somme.

Correction de ’exercice 19 A
On a affaire a une série télescopique un peu compliquée. Les simplifications se font sur 1’écriture de 3
termes consécutifs. Précisément, on a

= L)

_ v L_ziLJFH 1
vk SV SV
11 1
- - .
V2 Vno i+l

On prouve donc que la série converge, et que sa somme fait : 1 — % On aurait aussi pu séparer la série en deux
séries télescopiques, en écrivant

() ()

Correction de ’exercice 20 A

On écrit que, pour tout x €] — 1, 1],
n 1 7xn+l

Zx

On dérive cette égalité (on a bien une somme finie) :

okt = —
1

=

=

+

—_

SN—

"

==

|

=&
S~—

M

—

S

t

k

On multiplie par x €] — 1, 1], puis on fait tendre n vers I’infini. On trouve que

u = (A1 —x) + (1 -2t x
L = (1= T i—xp




(on a utilisé que nx" — 0). Ceci prouve a la fois la convergence de la série et le fait que

kak: ﬁ

Correction de I’exercice 21 A
1. La premieére somme ne pose pas de problemes :
1

n+1 n
Y=Lt L =T oy te=2e

! ! -
n>0 n: n>0 n: n>0 n: n>1

1

2. La deuxiéme somme est plus compliquée & cause du terme en n%. Pour qu’il se simplifie bien avec le n!,

le plus commode est de 1’écrire
2

n“=nn—1)+n
de sorte que

n?—2 nn—1) 1 1
D D +;<n_1)!—2zaze+e—2620.

n>0 n>2 n>0

3. La méthode est similaire. Dit de facon algébrique, on va décomposer le polyndme X dans la base
1,X,X(X—1),X(X —1)(X —2). En raisonnant d’abord avec le terme de plus haut degré, puis celui juste apres,
etc..., on trouve :

X3 =X(X-1)(X-2)+3X(X — 1) +X.

On en déduit :

n’ nn—1)(n—2) n(n—1) n
A 3 s
,;n! =1 n! IE’] n! +,§’] n!
1 3 1
= +
r;(n—3)! r;(n—Z)' ng’l(n—l)'
= Se.

Correction de I’exercice 22 A
1. Remarquons d’abord par récurrence sur n que la dérivée n-ieme de f(¢) = In(1+1) est :

(~1)" ' (n—1)!
(L+1)" )

ARIOE
On va appliquer I’inégalité de Taylor-Lagrange a cette fonction entre O et 1. Remarquons que sit € [0,1],ona:

@] < -1y

On adonc:
n—1 r(k)
PO _1
fm =10 =Y == <,
k=1 :
ce qui en remplacant les dérivées successives en zéro donne :
n—1 (_1)k—1 1
In(2) — <.
n(2) k; k T n

Faire tendre n vers +oo donne le résultat.



2. Avec I'indication, il vient :

1 dt
Or, [y 15 =In2, et

1 AT 1 1
/ ( )dtg/t"dt: .
o 1+t 0 n+1

T ce qui redonne bien le résultat de la premiere question.

Il vient |U, —In2| <

n

Correction de I’exercice 23 A
1. Une intégration par parties donne

2nz+1f(0) + 2n2+1 /Oﬂf'(t)cos ((2n+1)t/2)d.

/Onf(t) sin ((2n+1)t/2)dt =

Or, il est d’une part clair que ﬁ f(0) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. D autre part, on a

'/0 F/(t)cos ((2n+ 1)t/2)dr g/o ' (¢)dr,
d’ou I’on déduit que
2 T, 2 T
an/O (1) cos (2n+ 1)t/2)dt| < 2n+1/0 ' (¢)| i

Le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, donc, par le théoréme des gendarmes, il en est de méme de

Znil Jo" f'(t)cos ((2n+ 1)t /2)dr. Finalement, on a bien prouvé que

/Onf(t) sin ((2n+1)1/2)dt — 0.

2. C’est un calcul classique. On écrit cos(kt) = Re(e¥') et on utilise la somme d’une série géométrique de
raison différente de 1 (puisque ¢ €]0, zr]). On obtient

1 oit — pi(nt 1)t 1 : sin(nt/2)
_ 1 e—e T\ _1t i(n+1)r/25 "/ =)
An(?) 2+5K€< 1 — ot ) 2+9{e (e sin(z/2) )
1 sin(nt/2)cos((n+1)t/2)

-2t sin(7/2)

[\S}

Une petite formule de trigo donne

1 1

An([)ZE—FWX(

sin((2n+1)t/2) +sin(—1/2))

ce qui finalement donne le résultat.
3. On calcule I’intégrale en faisant deux intégrations par parties :

/On(aterbt)cos(nt)dt = [(at2+bt)5in(m)] "’ —/On(ZaH—b) sin(nt)
n 0 n
= 0-— [(Zat + b)_C(:lSz(m)} : — /07r 2a coi(zm‘) dt

(2am+b)(—1)" — b
; .

n



Ceci vaudra 1/n? pour b = —1 et a = 1/27. On déduit alors

T 1 (7 (1 n?
/0 (at +bt)A,,(t)dt—§/0 <2ﬂ_t>dt+sﬂ_5’l_6'

4. On a donc prouvé que
n? n
-2 = / F(O)sin(2(n+ 1) /2)dr,
0
avec f(r) = 2‘3;;%) Pour conclure, il s’agit de prouver que f est de classe C! en 0. Clairement, f est de
classe C! sur ]0, zr]. Pour prouver que f est dérivable en 0 et que sa dérivée y est continue, on peut appliquer le
théoréme de prolongement d’une dérivée. On remarque ainsi que, pour ¢ €]0, ],

2(2at +b)sin(t/2) — (at? + bt) cos(t /2)
4sin®(t/2)
2(2at +b)(t/2+0(t?)) — (at®> + bt) (1 — 1?2 /2 + 0(t?))
2+ o0(t?)

fie) =

at> +o(t?)
5> —a
2+ o(t?)

Par le théoréme de prolongement d’une dérivée, f est de classe C! en 0. On peut alors appliquer le résultat des
questions précédentes.

Correction de I’exercice 24 A

On remarque d’abord que la série est convergente. Il s’agit d’une série alternée Y,~(—1)"a, ou a, =
m est une suite décroissante vers 0. Notons S, la somme partielle d’ordre n de cette série et S cette
somme. Alors on peut appliquer le critere des séries alternées, et on sait que S est encadré par deux sommes
partielles consécutives. Plus précisément ici, en tenant compte du fait que Sp,—1 < Sy, on a Sy, 1 < S < 8y,
Il suffit donc de calculer S,,—1 et Sy, jusqu’a ce que Sy, — Son—1 = m < 1073. Ceci donne : import
math S=-1/math.log(2) T=S+1/(2*math.log(3)) n=2 while (T-S)<0.00001 :  S=T-1/((2*n-1)*math.log(2n))
T=S+1/((2*n)*math.log(2*n+1)) n=n+1 print T,S

Correction de ’exercice 25 A
1. Pour k > 1, la fonction x — 1/x est décroissante sur [k, k + 1]. En particulier, pour tout x € [k,k+ 1], on a

<

==
1=

Si on integre cette inégalité entre k et k+ 1, on trouve

k'de k+11 1 1
o Cdx=(k+1-k)x - =-.
/k x_/k plx= el =k)x o=

L’inégalité de droite se démontrer de la méme fagon, en partant de 1’inégalité

1 1
< =
k— x
valable pour tout x € [k — 1,k], vraie dés que k > 2.
2. Sommons la premiere inégalité pour & allant de 1 a n. On trouve par la relation de Chasles

n+1 d
/ Y em,
1 X

Le membre de gauche fait exactement In(n + 1). Pour la deuxiéme partie, on somme la deuxieéme inégalité pour

k allant de 2 a n. On trouve .
k=2

L ).

kel



11 suffit ensuite d’ajouter 1 pour conclure.
3.Pourn > 2, onaln(n) > 0 et on obtient
In(n+1) H, 1

() = in(n) = ()’

De plus,
In(n+1) ln(n)—l—ln(l—l—%) B 1+ln(1+%) N—soo

In(n) In(n) In(n)

Par le théoreme des gendarmes, on en déduit que H,/In(n) — 1 quand n — +-oo.
4. Soit n > 1. Alors

1.

1
Upt1 — Up = m —1n(l’l+ 1) +1n(f’l)

Mais la question 1. avec k = n+ 1 nous dit que

1 n+1 dt
< [T 1) —In(n).
— _/n L = In(n+ 1)~ In(n)

Ainsi, on en déduit que u, 1 — u, < 0 et que (u,) est décroissante. De méme

1
Va1 =Vn = —In(n+2)+1In(n)

et on démontre que cette quantité est positive ou nulle en utilisant I’autre inégalité démontrée a la premiére
question. Ainsi, (v,) est croissante. Enfin,

1 n oo
up—vp =In(n+1)—1In(n) =1n (1+n> 2 In(1) = 0.

Les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

5. Pour réaliser cet algorithme, on peut remarquer que, pour tout entier n > 1, on a v,, < a < u,, et donc
qu’il suffit de calculer u, et v, de sorte que u,, — v, < a pour obtenir un encadrement de 7y a a prés. On obtient
donc def gamma(a) : n=1 H=1 u=l-math.log(l) v=I1-math.log(2) while (u-v>a) : n=n+1
H=H+1/n u=H-math.log(n) v=H-math.log(n+1) returnu,v

Correction de I’exercice 26 A
1. 11 suffit de remarquer que pour toutn > 1, on a

1
Ogun§57

et que le membre a droite de cette inégalité et le terme général d’une série convergente. On peut aussi appliquer
la regle de d’ Alembert (ce qui est 1égitime puisqu’on a affaire a une série a termes positifs). Observant que
Upt1 1 2k—1 1

= — 7%7
we 25 2%k+1 25

on en déduit que la série de terme général u,, est convergente.
2. L’équation précédente montre qu’en réalité

Ml o 1

Uy, 25
Par récurrence, on obtient que
Unir1 <25 Kty
Ainsi,
Ry, <upqq % i 257k = §MH+1-

k=0



3.Désn=2,onaR, <0,001. Une valeur approchée 2 10~ prés est donc donnée par u; + us ~ 0,202.

Correction de ’exercice 27 A
L’idée est qu’une fonction vérifiant une telle propriété décroit tres vite vers 0 en +oo, plus vite que n’importe

quelle fonction e~™*. Concrétement, avec des quantificateurs, cela se traduit comme suit. Soit M > 0. Alors il
')
()
I’exponentielle, que f(y) < f(x)e™ M(y—x) Si on fixe x = A et si y = n est un entier, on obtient que 0 < f(n) <

Ce Mn_ ot C est une constante. Ceci prouve que la série est convergente. Cherchons désormais un équivalent
dureste. Pourn >Aetp>0,0na

existe A > 0 tel que, pour tout x > A, on a < —M. Pour A < x <y, on a en intégrant puis en passant a

Fn+p) < Fln)e ™.

Si on somme ceci pour p de 0 a +oo, on trouve

f(n)
n) <R, <f 2 e PM — :
f( ) — — 1_ e_M
Fixons désormais € > 0. Si M est choisi de sorte que ; ,M < 1+ ¢, alors on peut trouver A tel que, pour tout

n>A,ona
f(n) <R, < (1+8)f(n).
Ceci prouve que f(n) ~4o Ry.

Correction de ’exercice 28 A

1. Par une récurrence immédiate, on remarque d’abord que la suite (u,) est une suite de réels positifs.
Ensuite, on a u,+1/u, = (3n—1)/3n < 1. La suite (u,) est donc décroissante, et minorée, donc convergente.

2. On écrit, en tenant compte des propriétés algébriques du logarithme, que

Vil — Ve =1n ((n—i—l u+1)—ln(nl/3un>
(n+1) 1/3un+1>

e
(1

1/3311

3n )
ln<1+ >+ln<1—1>.
~3 3n

On conclut ensuite en utilisant le développement limité du logarithme :

1 1 1 1 n 1
Vprl— Wy =————————>+4+0| —
a " 3n 6n? 3n  18n2 n?
2 n 1
=——+4o0|—5]).
On? n?
Onavy| —v, ~ice 9_7%. Par comparaison a une série de Riemann convergente, la série Y, (v,+1 — v,) est
convergente. C’est classique ! On passe d’une série télescopique a une suite. Pour N > 1, on a
N—1
Z (Va1 — Vi) = Vv — Vo.

n=1

Puisque la suite (ZQ’:] (Va1 — vn))  €st convergente, il en est de méme de la suite (vN)N-



3. On écrit, en tenant compte des propriétés algébriques du logarithme, que

Vil — ((n+l 3u +1> —1In (n1/3un>
(n+1 1/3un+1
 nlBu,
1/3 3n—1
3n

1

On conclut ensuite en utilisant le développement limité du logarithme :
1 1 1 1 N 1
Vppl —Vp=———————=+o0| =
LTI T 3 T en2 3n 1802 n?

2 1

4.0navyy ] — vy ~ie 9%. Par comparaison a une série de Riemann convergente, la série Y, (v,+1 — vy ) est
convergente.
5. C’est classique ! On passe d’une série télescopique a une suite. Pour N > 1, on a

N—-1

Z (Vn-H _Vn) = VN — V0.

n=1

Puisque la suite (ZQ’ZI (Vns1 — v,,)) y €st convergente, il en est de méme de la suite (vy ).

6.0na ln(nl/ 3u,) qui tend vers A. Par composition des limites et par continuité de la fonction exponentielle
en A, n'/ 3u, tend vers et Ainsi, u, ~;c nﬁ% Par comparaison a une série de Riemann divergente, la série de
terme général (u,) n’est pas convergente.

7. La suite (u,) est décroissante (on I’a déja remarqué a la premiere question). De plus, I’équivalent obtenu
a la question précédente nous dit que (u,) tend vers 0. Ainsi, on peut appliquer le critére des séries alternées et
conclure que la série de terme général (—1)"u, est convergente.

Correction de ’exercice 29 A

1. On écrit Zizvzl yn = xn+1 — X1 (la somme est télescopique). Ainsi, la suite des sommes partielles (Zﬁ:’: )
converge si et seulement si la suite (xy) converge.

2. Un petit calcul prouve que :
1 1
o= (43 )m(147) -1
2 n

On effectue un développement limité de v, -il faut pousser le développement du logarithme jusqu’a I’ordre 3 -

etona:
1 1
vn=—12n2+0 n—z .

La série de terme général v, est donc convergente.

3. On écrit v, = In(upy1/uy) = In(uy11) — In(u,). Puisque la série Y, v, converge, d’apres la premiere
question la suite (ln(u,,)) converge vers un réel /, et en passant a I’exponentielle, on trouve que la suite (u;,)
converge vers le réel ¢/ qui est strictement positif. Revenant a la définition de (u,), ceci donne le résultat avec
C=e"l.

Correction de ’exercice 30 A




1. On va faire un développement limité de v,. Pour cela, on I’écrit sous la forme

v, = In 7@—’_1)[3”"“
nBu,
1)8 N
nB Uy

1
= BIn <1 + ) +1n (””“ )
n Uy
o+ 1
n n
La série de terme général v,, converge donc si et seulement si f = —a.

2. On choisit donc B = —a et on remarque que la somme partielle de la série de terme général v, correspond
a une somme télescopique de In(nPu,). En effet, on a

n—1
Y = In(nPu,) —In(uy).
k=1

Puisque la série de terme général v, converge, on en déduit que la suite (ln(nﬁ un)) converge vers un réel / € R.
Par composition des limites, (nPu,) converge vers A = ¢!. Autrement dit, u, ~ .. An®.

Correction de ’exercice 31 A

Y . ‘. ‘
Notons S, la somme partielle S, = Y7 _, % Par le critére des séries alternées,

1
Son_1 < COS(]) <Swm=Sm1+-—

(4n)!
On multiplie ces deux inégalités par (4n —2)! pour trouver

1
(4]’1 — 2) !S2n71 < (47’1 — 2) ! COS(I) < (4n — 2) !Sznfl + m
Posons N = (4n —2)!S,,—1 qui est un entier. On a donc

N < (4n—2)!cos(1) < N+1.

Or, si cos(1) était rationnel et s’ écrivait donc p/g, pour n assez grand, (4n—2)!cos(1) serait entier (car (4n—2)!
est un multiple de g si 4n—2 > ¢q). (4n—2)!cos(1) serait donc un entier strictement compris entre deux entiers
consécutifs. C’est absurde !

Correction de I’exercice 32 A

Remarquons que I’inégalité est encore équivalente a 0 < v, —u,, < wy, — uy,. Or, la série }(w, —u,) converge,
puisque chacune des séries Y w, et Y u, converge. Par le théoréme de majoration, on en déduit que la série
Y (vn — uy,) converge. En écrivant v, = (v, — u,) + u, et en utilisant que les deux séries Y. (v, —u,) et Y u,
convergent, on en déduit que Y v, converge.

Correction de I’exercice 33 A

On a (\/u, — \/E)z > 0 ce qui prouve que 0 < \/u,v, < % (t4, + vy,). Par majoration d’une série a termes
positifs par le terme général d’une série convergente, la série de terme général ,/u,v, est convergente. D’autre
part, on a 0 < max(uy,,v,) < u, + v, (le maximum est toujours égal a I’'un ou I’autre, donc inférieur ou égal a la
somme des deux puisqu’on a affaire a des séries a termes positifs). Pour la méme raison, la série ., max(u,,v,)
converge.




Correction de I’exercice 34 A

1. Puisque la série Y, u,, converge, la suite (u,) converge vers zéro. Il existe donc un entier N > 0 tel que,
pour n > N,on a0 <u, <1.Puisque o > 1, on a alors, pour n > N, 0 < u¥ < u,. Puisque 1’on travaille avec
des séries a termes positifs, ceci entraine la convergence de )~ uy .

2. Deux cas sont possibles :

ou bien (u,) ne converge pas vers 0. Dans ce cas, la suite (1) ne converge pas non plus vers 0, et donc la
série Y, uZ diverge ; ou bien (u,) converge vers 0. Dans ce cas, il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on
a0 <u, <1.Puisque a €]0, 1], on en déduit que 0 < u, < u?.

Ainsi, la série Y, u% est aussi divergente.

3. ou bien (u,) ne converge pas vers 0. Dans ce cas, la suite (u%) ne converge pas non plus vers 0, et donc
la série Y, u? diverge;

4. ou bien (u,) converge vers 0. Dans ce cas, il existe un entier N tel que, pour toutn > N,ona 0 <u, < 1.
Puisque o €]0, 1], on en déduit que 0 < u,, < u¥.

Correction de ’exercice 35 A

1. 1 suffit d’étudier la fonction. Sa dérivée est x — 1/(1 +x)? > 0, donc la fonction est croissante.

2. On distingue deux cas : si (u,) tend vers 0, alors u, ~. vy, et ces deux suites sont positives. Par le
criteére d’équivalence, on en déduit que les séries Y, u, et Y, v, ont la méme nature. Si (u,) ne tend pas vers 0
(ce qui implique que Y, u, diverge), alors, il existe € > 0 tel que, pour tout N € N, il existe n > N tel que u, > €
(rappelons que u, > 0). Mais alors, d’aprés la premiére question, on a v, > £/(1+¢€) > 0, et donc la suite (v,)
ne converge pas vers 0. Ainsi, la série },, v, est aussi divergente, et dans ce cas, les séries ), u,, et ), v, ont bien
la méme nature.

Correction de I’exercice 36 A
Procédons par I’absurde. On suppose donc que (nu,) ne tend pas vers 0. Ainsi, il existe € > 0 tel que,
pour tout entier N € N, on peut trouver g > N avec qu, > €. Autrement dit, on a u, > €/q. Puisque (u,) est
z . _ q
décroissante, on a encore uy > €/q pour tout k < g. Posons p = [¢/2], de sorte que p > [N /2] et2p—p > 1 —

Alors
2p 2p
Y > Z

'Q\(‘O
N\'Q
QH‘O
N\(‘O

En notant py I’entier p construit pour le choix de N, la suite (py) tend vers +oo, et on a pour tout entier N,

2pN

Yot

k=pn

N\(‘O

D’autre part, si la série convergeait, ce serait le cas de la suite des sommes partielles S, = ):f: | Uk et on devrait

avoir
2pn

Z Uy = Ssz _SPN—l — 0.
k=pn

On obtient deux résultats contradictoires. L’hypothese de départ est fausse, et donc (nu,,) tend vers 0.

Correction de I’exercice 37 A

Puisque les termes généraux des deux séries sont positifs, il suffit de démontrer que les sommes partielles
d’une des séries sont majorées si et seulement si les sommes partielles de I’autre le sont. L’idée est de considérer
dans les sommes partielles de ¥, u, des blocs dont les indices sont compris entre 2€ et 2! — 1 pour pouvoir
comparer aux sommes partielles de la série ), 2"u,. Pour cela, le point clé est I’encadrement suivant :

2ku2k+1 < (2k+1 - 2k)1/t2k+1_1 Supe+ - gk < (2k+1 — 2k)u2k < 2kM2k.



Ainsi, supposons que ¥, 2¥u,« est convergente, et soit M tel que, pour tout K, on a ZkK:O 2%, < M. Alors,
considérons N un entier et fixons K tel que N < 2K+! — 1. Ona

2K+1 1 K 2k+1 1

N
Zu Zungz ZMJ<ZZM21<<M.
n=1

n=1 k=0 ]2k

On en conclut que Y, u,, est convergente. Réciproquement, supposons que Y, i, est convergente, et soit M tel
que, pour tout NV, on a Z _un <M. Alors, pour tout entier K, on a

K— 12k+1 21(
22 uzk—u1+22+u2k+1<u1+22 Z u]<u1+22un§u1+2M
k=0 k=0 k=0 j—ok n=1

Ainsi, la série Y, 2"uy» est convergente.

Correction de ’exercice 38 A
1. Par définition, il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, on a

Unt1
= <l+e.
Up
On a alors, pour tout n > nyg :
u Uy Upy+1
U, = n X n X...xﬂxll”o
Un—1 Un—2 Up,

< (1+€)" ™,

D’apres la question précédente, on a 0 < u, < (I 4 €)" "u,,. Or, puisque 0 < / + € < 1, la série géométrique
Y. [" est convergente. Par le théoréme de majoration des séries a termes positifs, Y, u, converge.
2. Par définition, il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, on a

Un+1
< l+e.
Un
On a alors, pour tout n > ng :
u Upn—1 u 1
u, = w2 xx
Un—1 Up—2 Up

< (I+€)™uy,.

3. D’apres la question précédente, on a 0 < u, < (4 €)" ™u,,. Or, puisque 0 < [+ € < 1, la série géomé-
trique Y, I" est convergente. Par le théoréme de majoration des séries a termes positifs, ), u,, converge.
4. Puisque / > 1, on peut trouver € > 0 tel que / — € > 1. Il existe alors un entier ng tel que, pour tout n > ny,

on a
Up+1

Uy

>l—¢€
Par un raisonnement en tout point similaire a celui de la question précédente, on obtient
up > (1—€)" Muy,.

Puisque (I —€) > 1, la série },,(I — €)" est divergente. Il en est de méme de Y, uy,.

5. Pour u, = n% Un+1/uy tend vers 1 et Y, u, converge. Pour u, = 1, up1/u, = 1 et ¥, u, diverge. On ne
peut donc rien conclure dans ce cas. La regle énoncée dans cet exercice s’appelle la regle de d’ Alembert. Elle
est trés utile pour étudier des séries ol interviennent des puissances, des factorielles....
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